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Uvod

V éisle 3 (1987) PMFA jsme se mohli seznamit v rubrice diskuse s ndzory piedniho
matematika prof. J.-P. Aubina na tlohu motivace v matematice, Jednim z uvedenych
pitkladi tzv. motivované matematiky byla teorie Zivotaschopnosti (viability theory),
jejimZ jednim ze zakladateli je prof. J.-P. Aubin. Vzhledem k tomu, e se teorie
Zivotaschopnosti pomérné rychle rozviji a pfitahuje pozornost nejenom matematikd, ale
i ekononi, sociologi, biclogi atd., chtéli bychom v tomto pifspévku seznimit &tenaie s
tim, jak teorie Zivotaschopnosti vznikla, &im se zabyva a jaké matematické prosttedky
pouzivi. V poslednich nékolika letech vysla Fada praci (napf. [2,5,6,7,8,9,10,11,14,16,
19]), které vice & méné s teorii zivotaschopnosti souvisi. Cast knihy [4] se touto.teorif
zabyva a k publikaci je pfipravena monografie [3].

Teorie #ivotaschopnosti byla motivovana jednak teorii fizeni a jednak snahou o popis
komplikovanych a neiplné determinovanych dynamickych systémi, které se vyskytuji
v ekonomi, socialnich védach, biologii atd. Takovéto sloZifé systémy, které jsou ob-
vykle hierarchicky uspofadané se zpétnymi vazbami, zavislé na vnéjiich obtiZné prediko-
vatelnych podminkach, se nékdy nazyvaji téZ 'makrosystémy’ na rozdil od jednoduchych,
tasto fyzikdlnich systémi s jednoduchym uspofdddnim, které se oznaZuji jako ’mikro-
systémy’. Klasicky matematicky popis dynamickych systémd, ktery je obvykle zaloZen
na pouZiti riznych typli diferéncidlnich rovnic, se pro popis 'makrosystémi’ obvykle
nehodi, ponévadZ naSe znalosti o téchto; systémech jsou neiuplné. Vzhledem k ne-
dostatku méfenych dat (jejichZ ziskdni“mize byt fasové velmi naroéné) obvykle ne-
jsme schopni uréit pfesné ani funkéni tvary pravych stran diferencidlnich rovnic ani
odhadnout parametry pro diferencidlni rovnice. Bylo tedy zapotiebi pouzit obecnsjsi
matematicky aparit, ktery by umozioval zahrnout i uvedené neznalosti a byl by tak
realnéjim popisem nadich znalost{ (a neznalosti) o daném systému neZ ’pfesny’ popis
nagich neiiplnych znalosti zalofeny na diferencidlnich rovnicich.

Teorie Zivotaschopnosti

Matematicky aparat, ktery odpovidd témto pfedstavdm, je pomérné stary a jeho
poédtky jsou spojovany zejména s pracemi Zaremby a Marchauda [20,17] ze 40. let, ktef{
se zabyvali existend feSen{ tzv. rovnic v kontingendch a parakontingencich. Tato teorie
byla dile rozvijena zejména v souvislosti s teoril Fizenl a vydstila v teorii diferencidlnich
relaci (viz. napi. [4,15]). Zadat diferencidln{ rovnici na podmnoziné K C R" Euklei-
dovského n— dimenziondlniho prostoru R™ znamend zadat v kazZdém bod& mnoZiny K
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vektor rychlosti. Zadat diferencialni inkluzi na mno#iné K znamend zadat v kaidém
bodé z mno#iny K mnozinii vektord rychlosti F(z). Takovéto zobrazeni, které kazdému
bodu z z mnoZiny K piifadi mnofinu F(z) C R", budeme nazjvat mnoZinové zobrazeni
a znadit bo F' : K ~ R™. Diferencilni inkluze ma pak nasledujici tvar

) i € F(z).

Diferencidlni inkluze je tak mozné chapat jako zobecnéni diferencidlnich rovnic ponévadz
v piipadé, kdy mnoZinové zobrazeni F(-) je jednoznaZné, dostdvame diferencialnf rovnici.
Resenim diferencidlni inkluze se obvykle rozunif kazd4 absolutné spojita funkce spliujic
(1) skoro viude. Z hlediska vyie zminénych aplikaci pro popis dynamiky makrosystémi

musime vzit do ivahy nasledujicl fakt: Trajektorie kazdého ’rozumného’ systému musi

spliiovat uréit4 omezeni. Tato omezeni mohou mit v raznych védach riznou podobu, v
ekonomii jsou napf. héZna omezeni dand dostupnosti jednotlivych druhti zbozi & sluZeb
na trhu, v populaéni biologii jsbu omezeni dina nedostatkem zdroji potravy, energie
apod. Pfes riiznorodost interpretad téchto omezen je z matematického hlediska mozné
je zapsat jednotné ve tvara

() 2(t) € K,

kde mnozinu K budeme oznagovat jako mnoZinu zivotaschopnosti (viability set). Resen{
diferencidlni inkluze (1), kterd spliiuji (2), se‘nazyvajl Zivotaschopnd fedeni. Je jasné, Ze
pii uréitych 'minimélnich’ znalostech o daném systému miZeme vétsinu makrosystémi
popsat pomoci diferencidlnf inkluze (1) a omezeni (2). Tyto minimalni znalosti se mohou
tykat v piipadé modeld populaéni dynamiky moZnosti odhadu maximéln{ a minimdln{
riistové rychlosti rmaz, Pmin, takZe (1) ma pak tvar

zE [rmiﬂ, rma:l:]-x'

a padobné.

Jednou z prvnich otizek, kterou teorie Zivolaschopnosti fedl, se tyki nutnych a
postaujicich podminek pro existenci Zivotaschopnych Feseni diferencialni inkluze (1).
Problém existence Zivotaschopnych trajektori{ pro diferencidlni rovnice, tj. v pfipads,
kdy misto diferencidln{ inkluze (1) uvaZujeme diferencialni rovnici, vyfesil poprvé v roce
1942 Nagumo v praci [18]. Pozdéji Haddad [9,11] zobecnil tyto vysledky i na ptipad difer-
encialnich inkluzi a diferencidlnich inkluzi se zpozdénim. Jednim ze zakladnich pojmii
pouzivanych v teorii zivotaschopnosti je tzv. Bouligandiiv kontingentni kuzel Tk (z) k
mnozZiné K v bodé ¢ € K, ktery zobeciuje pojem tecného (nékdy téz nazyvaného
Clarkova) kuZele k dané mnoZiné. V pripadé konvexn! mnoZiny K oba dva kuZely
splyvaji a nazyvajf se teénym kuzelem. Uvedeme jeho pomérné ndzornou ’geometrickou’

definici
Tk(z):=(1 N U (/h(K —z)+eB),

>0 a>00<hda

kde B .znaéi jednotkovou kouli. S definicd kontingentntho kiZele je spojen i pojem
kontingentni derivace D F(z, y)(x)-mnozinového zobrazeni F(-) v bodé (x,y) € Graf(F)
ve sméru ¥ € R*, kterd zobeciiuje pojem derivace pro mnoZinovd zobrazeni. PFitom
Graf(F) zna&{ graf mnozinového zobrazeni F(-)

Graf(F) := {(x,y) | z € K,y € F(x)}.
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Kontingentni derivace je definovana nisledujicim zpiisobem

vE DF(a:,y)(u) = (u,v) € T(;nf(p)(ic,y).

Existenéni véty pro teorii Zivotaschopnosti samoziejmé Gizce souviseji s existenénimi
vétami pro diferencidlni inkluze, které mohou byt formulovdny za riiznych ptedpokladi o
’spojitosti’ (v mnoZinovém smyslu) mnozinové funkce F : K ~ R” (viz. [4,15]). Jednim
z béinych a Zasto pouzivanych piedpokladii pro zarudeni existence feseni diferencialni
inkluze (1) je pfedpoklad o polospojitosti shora mnozinové funkce F(-) s neprazdnymi,
konvexnimi a kompaktnimi hodnotami. Jestlize predpoklidime, ze K je lokilné kom-
paktnf (napt. uzavien nebo otevrena), pak nutnym a postacujicim pfedpoklidem pro
existenci-Zivotaschopného feseni diferencialn{ inkluze (1) je.splnénf ndsledujici nézorné.
podminky

(3) Vre K, F(z)NTx{z)#4,

kterd vyjadiuje ten fakt, 7e v kazdém bodé mnoziny K existuje alespon jeden vektor
rychlosti, ktery leZi v kontingentnim kuzeli Tk(z).

Z hlediska aplikaci hraji dilezitou vlohu v teorii diferencidlnich rovnic pevné body
(equilibria} diferencialni rovnice. V pifpadé diferencidlnich inkluzi budeme nazjvat bod
z* pevnym bodem, jestlize plati

0 € F(z").

V piipadé, kdy mnoZina Zivotaschopnosti K je konvexn{ a kompaktnf, implikuje podminka
zivotaschopnosti (3) existenci Zivotaschopného pevného bodu diferencidlni inkluze (1).
Existenéni véty pro teorii Zivotaschopnosti byly dokdzany pro celou fadu typid difer-
encidlnich inkluzf jako napf. pro neautonomns diferencidlni inkluze, diferencialni inkluze
v nekonetné rozmérnych prostorech, funkciondln{ diferencidlni inkluze (nékdy téz nazy-
vané diferencialni inkluze se zpoZdénim), pro fuzzy diferencidlni inkluze a operitorové
diferencidlni inkluze.

Teorie Zivotaschopnosti se zabyvd i pfipadem, kdy dand mnozina K neni mnozinou
Zivotaschopnosti pro diferencialni inkluzi (1). Ziskané vysledky odrazeji dva mozné
pfistupy k feseni tohoto problému. Prvni z nich se zabyva hledinim nejvétsi podmnoziny
mnoziny K, kterd je ji Zivotaschopnd. Lze dokdzat, Ze takova nejvéts{ mnozina (muize
byt i prdzdnd) existuje a.nazyvd sé Zivotaschopné jadro (viability kernel) (viz. [3]).
Druhy piistup naopak spoéivd v modifikaci pravé strany diferencidln{ inkluze (1) tak, aby
modifikovand inkluze jiz méla Zivotaschopnd Feseni. Modifikace spoéiva obvykle v pro-
jekei diferencialni inkluze (1) na kontingentn{ kuZel k mnoziné Zivotaschopnosti. Obvykle
se bere projekce nejlepsi aproximace [4], nebo nékteré jeji zobecnéni [16]. Dostivame
tak zprojektovanou diferencidlni inkluzi

(4) z € Mz (z)(F(2)).

Je zajimavé, Ze atkoliv zprojektovand. diferencidlni inkluze nespliiuje obvyklé podminky
pro existenci feden{ pro diferencidlni inkhize (napf. polospojitost shora, nebo predpoklad
o konvexité hodnot mnoZinové funkce F(-) se projekci nezachovivaji), presto je s pouzitim
teorie Zivotaschopnosti mozné dokazat existenci fedeni inkluze (4). V pifpadé projekci
diferencidlnich rovnic na mnoZinu Zivotaschopnosti tak dostivime existenéni vétu pro
tfidu rovnic s nespojitymi pravymi stranami. Zprojektované diferencialni inkluze jsou
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navic ekvivalentni s tzv. diferencialnimi variatnimi nerovnostmi [4,16], kterd byly zave-
deny v mechanice a fyzice na konci 60. let.

Vybéry specidlnich fefeni

Jednou z diilezitych oblast{, kterou se teorie Zivotaschopnosti zabyva, je existence
Fedeni diferenciilnich rovnic

(5) & = f(),

kde funkce f() je selekce z mnoZinového zobrazeni F'(-). Jedna se tedy o to, jaka

fedeni méme z hlediska daného problému vybrat z mnoZiny viech Zivotaschopnych
fefeni. Pomérné Easto pouZivany zpilisob vybéru fefeni v teorii optimdlniho Fizeni na
zaklad® minimalizovdni zadaného funkciondlu nen{ z hlediska makrosystému adekvatni,
ponévadZ vybér fedent se provadi jednou providy jiZ v pocatéénim €ase, takZe neumoZiiuje
systému pruZné reagovat na piipadné zmény v prostiedi a pod. Ekonomie, evolucni bi-
ologie, popula&ni biologie a dalsi védy motivovaly napt. ’pomali’ feseni (slow solution),
rychld’ FeSeni {fast solution) nebo 'tézka’ fedeni (heavy solution). Pomald feieni zhruba
fedeno minimalizuji 'rychlost’ vyvoje systému, ponévadZ volime
£(@) = m(R@)) =L | Iyl = gt Il
kde )
R(z) 1= F(z) N Tk(z)

je zpétnovazebni mnoZinové zobrazeni (feedback map). Pro R(-) s konvexnimi hodno-
tami (napf. pro F(-) s konvexnimi hodnotami a konvexni mnoZinu K) tak dostavdme
jednoznatnou funkci f(-), kterd ale nemusi byt obecné spojitd. Piesto je moZné dokizat
existenci fedeni diferencidlni rovnice (5) s takto definovanou pravou stranou. Rychld
feseni naopak maximalizuj{ rychlost vyvoje systému a mohou tak vyjadiovat napt. snahu
jednotlivych populaci organismi o dosaZeni maximalni{ moZné ristové rychlosti.

Tézké trajektorie se definuji pro diferencialni rovnice s fizenim. Pojedndme o nich v
nasledujici &asti.

Matematické motivace teorie Zivotaschopnosti

Z matematického hlediska nachdzi teorie Zivotaschopnosti nejvice motivad v teorii
fizeni se stavovymi omezenimi. UvaZujme diferencidlni rovnici s fizenim

(6) #(t) = f(=z(2),u(t)),

kde u(t) € U(z(t)), U : R* ~ R?, f : Graf(U) ~ R". Murnozinové zobrazeni U(-)
definuje omezeni kladend na pfipustna fizeni. Dale uvafujme omezeni na trajektorie
popsand inkluzi (2). Diferencidlni rovnici s FHzenim miiZeme pievést na diferencialn{
inkluzi, jestlize definujeme

(7) F(x):= {f(z,u) [u € U(x)}.

Problém existence fizeni pro diferencidlnf rovnici (6) se stavovymi omezenimi se tak
ptevadi na problém existence Zivotaschopného fedenf diferencidln{ inkluze (1). Na druhé
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strané téZ za podminky o spojitosti f(-,+) a shora polospojitosti mnozinového zobrazent
U(-) (viz. [4]) plati, ze pokud z(-) je FeSenim diferenciilni inkluze (1), pak existuje
méfitelnd funkee u(t) € U(x(¢)) takovd, Ze plat{ diferencidlni rovnice (6). -

Z hlediska teorie fizen{ miizeme také interpretovat rizné vybéry fedeni, tak jak o
nich bylo pojednano v predchoz e4sti. Navic se definuji tzv. t&zk4 fesent, kterd spliiuj{
nasledujici diferencialnf inkluze

#(t) € flx(t),ult))
w(t) € m(DR(z(t), u(®)}(f(2(2), u(t))).

Pfitom druhd z obou inkluz{ formélng piedstavuje zderivovany zakon zpétné vazby, t].
u € R(z) = {u €U() | f(z,v) € Tx(a)}.

Vyznam téchto tézkych fedeni spoéivd v tom, e fzenf se méni pouze tehdy, je-li to nutné
pro zachovdni Zivotaschopnosti systému, tj. v téch piipadech, kdy se systém dostane na
hranici mnoZiny Zivotaschopnosti a dané fizen{ neumoZiiuje zivotaschopné prodlouzeni
feseni.
Jak uvidime v nasledujici ¢dsti v nékterych piipadech je telné stanovit omezeni na
rychlost zmén fizenf u(-), napt.
—cLu<e

kde ¢ > 0. Zvldité dilezity je ten piipad, kdy ¢ = 0, tj. Fzeni je konstantn{. V
tomto piipadé se Zivotaschopné jidro pro diferencidln{ rovnici (6) s konstantnim #izenim
u(t) = konst. nazyva ivotaschopnd buiika (viability cell) [6,3]. V piipadé, kdy je tato
Zivotaschopnd buiika pro néjaké konstantni Fizeni u neprazdna, existuje feseni difer-
encidlni rovnice (6) s timto fizenim, které lezf v této bufice. Jako pifklad takovych
Zivotaschopnych bunék mohou slouzit napf, zivotaschopné pevné body diferencidln{
rovnice (6) pro riiznd konstantni fizenf u.

Nematematické motivace teorie Zivotaschopnosti

Aplikace matematiky jsou v soucasné dobé ve znaéné oblibé v fadé oboru, kteréd
bezprostiedné s matematikou nesouvisejl. Mluvi se o napf. o biomatematice, matem-
atické ekologii apod. PFitom se v drtivé vétsing piipadd pfejimaji osvédéend postupy
napf. z popisu fyzikdlnich systémi a ’aplikujf’ se i v téchto oborech. Casto oviem
za cenu deformace plivodniho problému, ktery je ve své podstate tak komplikovany,
z€ klasické matematické postupy nutné selhdvaji. Vznikd fak paradoxni situace, kdy
‘D& Jedné strané simulujeme na po&itaéi s vysokou piesnosti matematicky model, ktery s
realnym objektem jiz prakticky nesouvisi viibec anebo pouze velmi mlhava, Je proto za-
potfebi vytvotit nové metody a postupy, které by byly motivovdny makrosystémy a ne se
snaZit pfizplisobovat makrosystémy stivajicim metodam. Jednim z takovych pEikladi je
teorie Zivotaschopnosti. Tak napfiklad matematickd predstava zivotaschopnych bunék
odpovida biologické evoluéni piedstavé 'rozkouskovanych rovnovdh’ (punctuated equilib-
ria) [1,3], kterd napf. vysvétluje nahlé zmény v druhovém sloZeni na Zemi, tak jak tomu
bylo napf. zhruba pied 65 miliony let, kdy savci vytlagili dinosaury. Z hlediska teorie
zivotaschopnosti je tento jev moZny vysvétlit tim, Ze zménou vnéjsich podminek doslo
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% tomu, Ze konstantni Fizeni, které udrzovalo systém v uréité bufice Zivotaschopnosti
muselo byt v zéjmu zachovdni Zivotaschopnosti systému pfi zménénych podminkach
nahrazeno novym fizenim, kterému odpovidala jind buiika Zivotaschopnosti. Tim byla
ustavena i nova rovnoviha z hediska zastoupeni a poletnosti jednotlivych druhi na
Zemi. '

V ekonomii [4,3,12] miZeme popsat rozdélovani dostupnjch druhii zbozi (commodi-
ties) na trhu nésledujicim zpisobem. UvaZujme n spotiebiteld (pfitom néktef{ z nich
jsou soudasné také producenty), ktefi si rozdéluji I dostupnych druhii zbozi. V kazdém
okamzZiku oznaéme toto rozdéleni (allocation) z(t) = (z.i(1),...,%a(t)), zit) € R.
Piirozené musi platit jist4 omezenf dana napf. nedostatkem surovin, pracovnich sil apod.
Tato omezenf miZeme popsat pomoci jisté mnoziny K ¢ R' (viz. [4]). Z hlediska za-
chovan{ Zivotaschopnosti (v tomto pfipadé ji miZeme interpretovat jako jistou rovnovihu
na trhu) musi platit

n

Piedpoklidejme nyni, 2e spotiebu, event. produkci, kaZdého jedince miZeme vyjadfit
pomoci nasledujici diferencidlni rovnice s fizenim p € R!, kieré budeme interpretovat
jako cenu

(8) i(t) = eizi(t), p(t))-

Z podminky (7) miZeme pro kazdé rozdéleni jednotlivych druhii zboii mezi n spottebiteld
uréit mnoZinu ptipustnych cen P(x) tak, aby piislusné trajektorie (8) byly Zivotaschopné.
Otevienou otazkou ziistdvd problém vybéru ceny p z této mnoZiny pfipustnych cen.
V zdsadé existuji dva piistupy pro feSeni tohoto problému. Prvni piistup spoliva ve
vybéru ceny tak, aby byla maximalizovana jistd déelovd funkee, jak je to béZné v teorii
optimalniho Fizeni. Vzhledem ke slozitosti uvedeného systému je oviem tento pifstup
nevhodny, ponévadz niahlé vnéjsi nepfedvidatelné vlivy, které mohou vést ke zméné
mnoZiny Zivotaschopnosti by mohly zpiisobit, Ze optimaln{ feseni by jiZ nebylo zivo-
taschopné. Jako piirozend se jevi druhd moznost, kterd spotiva v tzv. okamiité opti-
malizaci, kdy v kazdém okamziku vybirdme pro danou alokaci z € K cenu p € P(x)
podle uréitych pevné danych pravidel. Jednim z pfikladi takové okamzité optimalizace
v piipadé tvorby cen miiZe byt nasledujicf pravidlo: udrZovat cenu konstantni aZ do
té doby, kdy dand cena neumoziiuje Zivotaschopné alokace a je ji nutné tedy zménit.
Toto pravidlo bylo odpozorovano z dlouhodobého chovdni cen. Tento zakon vede na
tézké trajektorie. Ekonomické motivace tykajici se omezeni na rist inflace odpovidajf z
hlediska teorie Zivotaschopnosti zkoumani existence zivotaschopnych feSeni s omezenimi
na rychlost-zmeén fizeni.

Dalsim z ptikladi pouziti teorie zivotaschopnosti muze byt konstrukce diferencidlnich
roviic nebo inkluzi popisujicich dany problém. Zikladni idea je ndsledujici. Bioclogické
& jiné systémy maji jisté endogenni zdkonitosti vyvoje, které se uplatiiujf, pokud vyvoj
neni limitovin vn&j$imi omezenimi, napf. nedostatkem Zivin, prostoru apod. Tyto en-
dogennf zikonitosti se obvykle popisuji pomoc{ diferencialni inkluze (1). Tak napiiklad,
jestlize populace bakterif bude udriovina v optimédlnich podminkich a nebude limi-
tovéna pfisunem Zivin, pak poroste exponencidlné. JestliZe neroste exponenciilug, zna-
mend to, Ze je limitovdna (napf. Zivinou). Piedpoklddejme, Ze jsou déna jistd omezent,
kterd definuj{ mnoZinu Zivotaschopnosti K. Otdzka zni: Jak miZeme modifikovat inkluzi
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(1) tak, aby méla Zivotaschopné feseni, zndme-li endogenni dynamiku systému a omezenf
na systém kladena?

Prvni metoda, kterd byla pouzita pro konstrukci modeld ekonomického plinovind,
spotivd v projekei diferencidlnich rovnic' popisujicich systém na tangencidlnf kuZel k
mnoziné Zivotaschopnosti, ktera je definovand pomoci stavovych omezeni, (viz. [13,12)).
Projekce diferencidlnich inkluzi je moZné také pousit pro konstrukei na sebe vzajemné

pisobicich populaci [16].
Zivér

V tomto &ldnku jsme se snazili ¢tendfim p#iblizit pomérné novou a da se Fici rodici
se matematickou teorii - teorii Zivotaschopnosti, kterd vznikla na ziklade potieb popisu
slozitych dynamickych systémi, které se vyskytujf v tzv. ’soft’ védach (biologie, ekono-
mie, atd.). Zaroveri jsme se snazili ukazat nékteré motivace a-to jak matematické tak i
biologické a ekonomické, které tuto teorii bezprostfedné motivovaly.
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